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Resumo: Este trabalho apresenta, de maneira didática, o Princípio de Saint-Venant, 
utilizando o Método dos Elementos Finitos, tornando o seu entendimento bastante simples e 
visual através dos resultados qualitativos e quantitativos apresentados pelo software Abaqus 
CAE. O princípio de Saint-Venant tem grande importância na formulação de problemas de 
elasticidade, pois em muitos casos, permite, através de modelos matemáticos simplificados, 
a obtenção de soluções globais de interesse prático. Esse princípio estabelece que um 
sistema de forças externas em equilíbrio, agindo sobre uma proporção pequena da peça em 
relação ao todo, produz tensões elevadas apenas nas imediações da região de aplicação 
dessas forças, sejam elas de ação ou reação. Os resultados obtidos indicam uma excelente 
concordância entre a solução numérica e a solução analítica, para a tensão equivalente de 
Von Mises, apresentando erro relativo de 0,005%. 
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EXPLANATION ABOUT SAINT-VENANT’S PRINCIPLE USING FINITE ELEMENT 
METHOD 
 
Abstract: This paper presents, in a didactic way, the Saint-Venant principle, by using the 
Finite Element Method, making the understanding very simple and visual, through the 
qualitative and quantitative results presented by Abaqus CAE software. The Saint-Venant's 
Principle is of great importance in the formulation of elasticity problems, because, in many 
cases, allows using simplified mathematical models, to obtain global solutions of practical 
interest. This principle states that a system of external forces in balance, acting on a small 
proportion of the part in the whole, produces high stresses only in the vicinity of the 
application of these forces region, whether action or reaction. The results indicate an 
excellent agreement between the numerical solution and the analytical solution for the Von 
Mises equivalent stress, with a relative error of 0.005%. 
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1. INTRODUÇÃO 
Muitos elementos estruturais de utilização comum em engenharia mecânica e 
engenharia civil, tais como vigas, placas, cascas etc., são susceptíveis de um 
tratamento analítico fácil, permitindo a obtenção de soluções que se enquadram 
perfeitamente dentro dos limites de aplicação do princípio de Saint-Venant. 
O princípio de Saint-Venant vem sendo largamente utilizado, na medida em 
que permite a aplicação de soluções de elasticidade em muitas situações práticas 
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em engenharia. Casos de decaimento rápido são importantes em muitas decisões 
de engenharia e são realizadas assumindo o princípio de Saint-Venant (DURBAN; 
SITZER, 1983).  
O princípio de Saint-Venant supõe que o efeito de cargas aplicadas sobre um 
objeto é puramente local, e que a tensão decai rapidamente com a distância devido 
a tais cargas (NAKAMURA; LAKES, 1995). 
Em geral, o campo de tensões se manifesta a partir de perturbações de 
ordem estática, causada pela presença de cargas, e geométricas, causada por 
mudanças bruscas na geometria, sendo que o comprimento dessas regiões pode 
ser definido a partir da altura do elemento estrutural aproximadamente (Princípio de 
Saint Venant)  (SOUZA.; BITTENCOURT, 2011). 
Muitos estudos já foram realizados sobre o princípio de Saint-Venant em 
materiais elásticos. O Princípio de Saint-Venant estabelece que nas regiões 
localizadas próximo à aplicação de carga ou restrições, o nível de tensão na peça 
atinge valores elevados e difunde na medida em que se afasta dessas regiões, 
tendendo ao valor médio de tensão (HORGAN, 1989). 
Verificações da validade do princípio de Saint-Venant vem sendo realizadas 
por pesquisadores, os quais procuram verificar se a distribuição de tensões em 
objetos decaem de maneira lenta ou rápida, diferindo significativamente das 
previsões da teoria da elasticidade clássica (BEER; JOHNSTON, 1995). 
As equações utilizadas no projeto de componentes mecânicos são formuladas 
sob a hipótese de que o mesmo possui a área de seção transversal constante. 
Porém, a existência de rasgos, entalhes, furos, entre outros elementos, altera a 
constância da área, modificando a distribuição de tensão, fazendo com que a tensão 
se concentre próximo destes elementos. Ocorre, assim, o fenômeno de 
concentração de tensão, e em muitos casos não verificando o princípio de Saint-
Venant (FRANQUETO, 2007). 
Formulações do Método dos Elementos Finitos vêm sendo utilizadas na 
análise de elementos estruturais com seções arbitrárias quaisquer submetidas a 
torção uniforme. A análise se baseia na torção de Saint-Venant e propõe-se a 
abranger seções de paredes espessas e finas (HILLESHEIM, 2013). 
O Abaqus é um software de elementos finitos que pode ser utilizado nas mais 
diversas classes de problemas de engenharia. A capacidade do Abaqus inclui 
habilidades para resolver análises estruturais. Os primeiros parâmetros 
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desconhecidos (graus de liberdade nodais) calculados em uma análise de estruturas 
são deslocamentos e rotações. Outras quantidades, como deformações, tensões e 
força de reação, são derivadas então dos deslocamentos nodais (SIMULIA, 2015). 
Diante dessa classe de problemas relevantes em engenharia, propõe-se, no 
presente trabalho, compreender o fenômeno de carga de tração de Saint-Venant, e 
assim demonstrar que o princípio é verdadeiro para um material elástico ocupando 
uma região retangular e implementar estratégias computacionais para a sua correta 
análise. Neste particular, optou-se por uma formulação baseada no Método dos 
Elementos Finitos, que possibilitará, de forma unificada, a simulação computacional 
com o uso do software comercial ABAQUS e o dimensionamento através de cálculos 
analíticos a partir da teoria de resistência dos materiais, e posteriormente uma 
comparação entre eles. 
O presente trabalho teve como motivação apresentar  resultados numéricos e 
analíticos, tendo em vista fortalecer os conceitos aprendidos durante a fase de 
graduação, principalmente na área de modelos de cálculos estrutural, principalmente 
de regiões de complexo dimensionamento, que visa auxiliar os estudantes a abordar 
e resolver diversos casos teóricos ou práticos no seu ato de aprendizagem, de forma 
simples, intuitiva e de fácil acesso. 
 
2. FORMULAÇÃO DO  MODELO DO PROBLEMA 
Para este estudo, fez-se uso de uma barra prismática de dimensões 
50x50x300 (dimensões em milímetro), conforme ilustrado na Figura 1, submetida a 
uma carga de compressão de magnitude 500 kN, sendo considerada a viga 
fabricada em aço com Módulo de elasticidade 209 GPa, Coeficiente de Poisson 0,29 
e Tensão de Escoamento 344 MPa.             
O caso foi escolhido por permitir o cálculo da tensão média analiticamente, 
possibilitando a comparação dos resultados numéricos e analíticos do princípio de                 
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          Figura 1:  Barra Prismática. 
 
                                         Fonte:  Os Autores. 
 
3. MÉTODO 
3.1. Método numérico 
Foi utilizado o software Abaqus CAE para realização de todas as                   
simulações (SIMULIA, 2015).  
O software Abaqus CAE é uma poderosa ferramenta para soluções de 
problemas pelo método dos elementos finitos (SIMULIA, 2015). Possui um ambiente 
completo que oferece uma interface simples e consistente para criar modelos, 
submeter e monitorar simulações e avaliar os resultados. É dividido em módulos, 
onde cada um define um aspecto lógico do processo de modelagem, por exemplo, 
definindo a geometria, as propriedades dos materiais e gerando a malha de 
elementos finitos. Uma análise completa no ABAQUS normalmente consiste em três 
etapas distintas: pré-processamento, simulação e pós-processamento, conectadas. 
Nesse software, o processo de discretização passa por três etapas: malha 
computacional (subdivisão do domínio), discretização das equações (transformação 
do sistema de equações diferenciais parciais em equações algébricas) e 
interpolações (fechamento do sistema algébrico) (RIBEIRO, 2004).  
 
3.2. Geração da malha 
O modelo de malha é composto por elementos do tipo axissimétrico CAX4R 
da plataforma computacional ABAQUS (SIMULIA, 2015). O elemento CAX4R é um 
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elemento tridimensional com três graus de liberdade por nó (translação segundo X, 
Y e Z) e quadrático. Ele é composto por 20 nós distribuídos, permitindo a formulação 
de materiais com plasticidade, encruamento, fluência e capacidade de grandes 
deformações. Além de sua configuração com base hexaédrica, o elemento CAX4R 
pode ter uma configuração piramidal, prismática ou tetraédrica, o que permite 
adaptar-se à geometria do modelo (SIMULIA, 2015).  
Devido à expectativa de altas tensões no modelo estudado, foi utilizada a 
ferramenta controle de malha do Abaqus para aumentar a densidade da malha no 
domínio estudado, utilizando o parâmetro tamanho de elemento (SIMULIA, 2015).  
Para a análise de convergência, foi realizada a variação do tamanho do 
elemento da malha no domínio estudado e acompanhado o comportamento da 
máxima tensão de von Mises, visto ser o parâmetro de maior interesse para análise. 
Verifica-se que, com a redução do tamanho do elemento da malha (aumento 
de densidade da malha), ocorreu uma redução significativa do erro relativo a 
patamares inferiores a 1%, para as malhas fina e superfina, demonstrando a 
convergência da tensão de von Mises (Tabela 1). 
Observa-se da Tabela 1 que não há diferença na tensão de Von Mises, entre 
uma malha fina e superfina, assim, foi utilizado o tipo de malha fina, visualizada na 
Figura 2, com refinamento dos entalhes, 77.269 nós, 53.561 elementos, com 
tamanho do elemento no controle da malha 5 mm. 
 
3.3. Condições de fronteira 
As Figuras 3 e 4 apresentam as condições de fronteira do problema, 
determinando a condição de engastamento. A face da viga destacada na Figura 3 foi 
engastada e a carga de compressão de 500 kN foi aplicada na extremidade oposta, 
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Tabela 1: Comportamento da máxima deformação no elemento de barra 
tridimensional para o estudo de refinamento de malha. 
 
Variável 
Máxima tensão de 
von Mises  (MPa) 
Erro 
relativo 
Malha tetraédrica estruturada grosseira: 1.086 nós, 557 





Malha tetraédrica estruturada média: 3.251  nós, 1.968 





Malha tetraédrica estruturada fina: 77.269  nós, 53.561 





Malha tetraédrica estruturada superfina: 343.466  nós, 





Fonte:  Os Autores. 
 
Figura 2: Resultado da discretização com refinamento do modelo de geometria estudado. 
 
               Fonte:  Os Autores. 
 







                                         
                             Fonte:  Os Autores. 
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                            Fonte:  Os Autores. 
 
4. RESULTADOS 
4.1. Resultados numéricos aproximados 
A Figura 5 apresenta a tensão equivalente de von Mises (MPa) na barra como 
um todo. Nota-se, na Figura 5, que o valor máximo da tensão de von Mises (339,4 
MPa) ocorre na região engastada. Na região próxima à aplicação da carga percebe-
se que a tensão varia entre 3,4 MPa (nas bordas) a 283,4 MPa (região central). 
 
Figura 5:  Tensão de von Mises (MPa) – Barra Completa 
    
                  Fonte:  Os Autores. 
As Figuras 6 a 12 mostram os valores de tensão de von Mises distantes de 5 
em 5 mm da face da aplicação da carga.  
Nota-se na Figura 6 que o valor máximo da tensão de von Mises (339,4 MPa) 
ocorre na região engastada. Na região próxima à aplicação da carga, percebe-se 
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Figura 6:  Tensão de von Mises (MPa) a 5 mm da face de aplicação da carga. 
 
                    Fonte:  Os Autores. 
 
Nota-se na Figura 7 que o valor máximo da tensão de von Mises (339,4 MPa) 
ocorre na região engastada. Na região próxima à aplicação da carga, percebe-se 
que a tensão varia entre 31,4 MPa (nas bordas) a 339,4 MPa (região central). 
 
Figura 7:  Tensão de von Mises (MPa) a 10 mm da face de aplicação da carga. 
   
                 Fonte:  Os Autores. 
 
Nota-se na Figura 8 que o valor máximo da tensão de von Mises (323,5 MPa) 
ocorre na região engastada. Na região próxima à aplicação da carga, percebe-se 
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Figura 8:  Tensão de von Mises (MPa) a 15 mm da face de aplicação da carga. 
 
                 Fonte:  Os Autores. 
 
Nota-se na Figura 9 que o valor máximo da tensão de von Mises (289,1 MPa) 
ocorre na região engastada. Na região próxima à aplicação da carga, percebe-se 
que a tensão varia entre 148,8 MPa (nas bordas) a 282,1 MPa (região central). 
 
Figura 9:  Tensão de von Mises (MPa) a 20 mm da face de aplicação da carga. 
 
                Fonte:  Os Autores. 
 
Nota-se na Figura 10 que o valor máximo da tensão de von Mises (255,6 
MPa) ocorre na região engastada. Na região próxima à aplicação da carga, percebe-
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Figura 10:  Tensão de von Mises (MPa) a 25 mm da face de aplicação da carga. 
 
                   Fonte:  Os Autores. 
 
Nota-se na Figura 11 que o valor máximo da tensão de von Mises (236,1 
MPa) ocorre na região engastada. Na região próxima à aplicação da carga, percebe-
se que a tensão varia entre 183,2 MPa (nas bordas) a 231,3 MPa (região central). 
 
Figura 11:  Tensão de von Mises (MPa) a 30 mm da face de aplicação da carga. 
 
                     Fonte:  Os Autores. 
 
Nota-se na Figura 12 que o valor máximo da tensão de von Mises (236,1 
MPa) ocorre na região engastada. Na região próxima à aplicação da carga, percebe-
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Figura 12:  Tensão de von Mises (MPa) a 35 mm da face de aplicação da carga. 
 
  
                    Fonte:  Os Autores. 
 
A Figura 13 apresenta um trecho da região central da viga, onde se percebe 
pouca influência do efeito da carga e do engastamento, que nada mais é que uma 
carga de igual intensidade e no sentido oposto (Lei da Ação e Reação). Nessa 
região, é possível perceber que o nível de tensão de von Mises variou de maneira 
não significativa (199,9 MPa). 
 
Figura 13:  Tensão de von Mises (MPa) – Distante 175mm da Face da Carga 
 
                     Fonte:  Os Autores. 
 
A Figura 14 apresenta o resultado da tensão de von Mises em um corte 
realizado paralelo ao plano YZ do sistema Global. Essa figura possibilita visualizar 
claramente a difusão da tensão, tendendo ao valor médio (200 MPa). 
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Figura 14:  Tensão de von Mises (MPa) – Corte paralelo ao plano YZ. 
 
                   Fonte:  Os Autores. 
 
4.2. Resultados analíticos 
 Fazendo um cálculo analítico para a situação simples analisada 
anteriormente, onde a Força de compressão Fc vale  500 kN, a área comprimida Acp 





= 200 MPa                                                                                          (1) 
 
A Tabela 2 resume os resultados encontrados, numericamente e 
analiticamente, e os respectivos valores de erro relativo. Os resultados obtidos 
indicam uma excelente concordância entre a solução numérica e a solução analítica. 
 
Tabela 2: Comparação entre valores analíticos e numéricos 
Variável Solução numérica Solução analítica Erro relativo 








Fonte:  Os Autores. 
 
5. CONCLUSÕES 
 Dessa maneira, para um melhor entendimento da utilização do principio de 
Saint-Venant, foi apresentado um exemplo de simulação para uma viga de secção 
transversal quadrada. A análise por Elementos Finitos mostrou que o nível de tensão 
foi superior nas extremidades da viga, decaindo ao valor médio de tensão à medida 
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que se afasta das regiões de carga, comprovando de maneira didática o Princípio de 
Saint-Venant. Os resultados apresentados obtiveram muita coerência com o que foi 
apresentado teoricamente, e podem ser visualizados qualitativamente pelo software 
de diversos modos de exibição. 
É importante que em um projeto, quando não se tenha disponibilidade de se 
fazer um cálculo mais sofisticado, que seja feito, pelo menos, uma aproximação 
teórica como esta. 
 
REFERÊNCIAS 
BEER, F.; JOHNSTON, R. Resistência dos Materiais. 3.ed., São Paulo: Pearson Makron 
Books, 1995.  
 
DURBAN, D.; SITZER, M. An analogy between rectilinear flow of plastic solids and Saint-
Venant torsion. International Journal of Engineering Science, v. 21, n. 10, pp. 1231-1245, 
1983. 
 
FRANQUETTO, P. R. Otimização paramétrica de concentradores de tensões clássicos, 
Monografia (Trabalho de conclusão de curso), Curitiba: Universidade Tecnológica Federal 
do Paraná, Campus de Curitiba, 2007. Disponível em: 
ftp.demec.ufpr.br/disciplinas/TM231/BACKUPS/Prof.Jucelio/Texto_Relacionados/ProjFinalC
urso_UTFPR_P.Franquetto.pdf. Acesso em: 11 abr. 2016. 
 
HILLESHEIM, M. J. Análise de torção de Saint-Venant em barras com seção arbitrária via 
método dos elementos de contorno, Dissertação (Mestrado), Universidade Federal de Ouro 
Preto – UFOP, 2013. Disponível em: www.propec.ufop.br/upload/tese210.pdf.  Acesso em: 
02 abr. 2016. 
 
HORGAN, C. O. Recent developments concerning Saint Venant's principle: an update, Appl. 
Mech. Rev., v.42, p.295-303, 1989. 
 
NAKAMURA, S.; LAKES, R. S. Finite elements analysis of Saint-Venant end effects in 
micropolar elastic solids, Engineering Computations, v.12, p.571-587, 1995. 
 
RIBEIRO, F. L. B. Introdução ao método dos elementos finitos: notas de Aula. 93 f. 
Universidade Federal Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2004. Disponível em: 
www.professores.uff.br/rbrunow/arquivos/pdf/Curso_MEF1.pdf. Acesso em: 5 set. 2015. 
 
SIMULIA. Abaqus CAE User´s Manual. Disponível em:  
http://xn--90ajn.xn--p1ai:2080/v6.12/pdf_books/CAE.pdf. Acesso em: 01 nov. 2015. 
 
SOUZA, R. A.; BITTENCOURT, T. N. Recomendações Práticas para a Aplicação do 
Método das Bielas. Grupo de Estruturas da Universidade Estadual de Maringá. 2011. 
Disponível em: http://www.gdace.uem.br/Rafael/Rafael_files/ Acesso em: 12.abr.2016. 
 
Submetido: 05 de outubro de 2016 
Aceito: 13 de março de 2017 
